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弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮
非线性动力学研究
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(河南科技大学机电工程学院,河南 洛阳 471003)

摘要: 通过引入理想传动的概念,首次给出了弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮啮合力和阻尼力的表示方法,同时

也给出了多对齿啮合条件下啮合力和阻尼力产生的扭矩在不同啮合区域内的表示方法,并在此基础上,建立

了弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮非线性系统动力学方程。
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Abstract: By in troducing the concep t of ideal transm ission, the exp ressing w ay of m esh ing

fo rce and m esh ing damp ing is given,w h ich is a foundation to establish comp lex dynam ic equations

of sp iral bevel gears and hypo id gear drives. M eanw h ile, the to rque p roduced by m esh ing fo rce

and m esh ing damp ing is given,w h ich is various in differen t m esh ing regions under m ultip le2teeth

m esh ing. T he non2linear dynam ic equations of sp iral bevel gears and hypo id gear drives are estab2
lished, w h ich include the input and output ro tating inertia, transm ission erro r and tim e2varying

m esh stiffness as w ell as back lash. T he frequency response curves, phase portraits, tim e h isto ries

and dynam ic load facto r can be obtained by calculating the dynam ic equations.
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　　随着科技的进步和人们对需求的提高,齿轮

传动装置正朝着高速、重载和轻质量的方向发展,

齿轮系统的动力学行为成为国内外学者所关注的

课题,特别是齿轮非线性系统动力学,由于它能更

精确地反映齿轮系统所特有的现象已成为工程实

际中亟待解决的最重要的课题之一。对于直齿轮

和斜齿轮系统动力学的研究已有大量的文献报

道,目前,这方面的内容仍是本学科研究的热点问

题[1～ 4 ]。但是,对于弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮系

统动力学的研究,目前几乎是一个空白。对于齿轮

动力学的研究,不但可以分析和预测齿轮系统的

振动和噪声,而且反过来也对齿轮的设计和加工



提出了新的要求。因此,建立弧齿锥齿轮和准双曲

面齿轮非线性系统动力学的基本理论,无论在理

论研究方面还是在实际应用方面都有着十分重要

的意义。

本文通过引入理想传动的概念,首次给出了

弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮啮合力和阻尼力的表

示方法, 同时也给出了多对齿啮合条件下啮合力

和阻尼力产生的扭矩在不同啮合区域内的表示方

法。在此基础上,建立了弧齿锥齿轮和准双曲面齿

轮非线性系统动力学方程。最后,给出了计算示

例。

1　啮合力及其扭矩

　　弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮在无载荷作用下

的瞬时传动比为:

i = R
(1)
b öR

(2)
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式中:
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其中: r
(1)和 r

(2)为小轮和大轮在接触路径上的矢

量; n
(1)和 n

(2)为小轮和大轮在接触路径上的单位

矢法量; a
(1)和 a

(2)为小轮和大轮转轴的单位方向

矢量; R
(1)
b 和R

(2)
b 为小轮和大轮的“基圆半径”,可

由齿轮接触分析得到。

为了使振动方程中的位移量有一个基准,我

们定义一个理想传动。其传动比为:

i =
R

(1)
b

R
(2)
b

=
R b1

R b2
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其中: i0 为设计中点的传动比, R b1和 R b2为小轮和

大轮在设计中点的“基圆半径”。

设小轮的周向转角为 Η1,大轮的周向转角为

Η2,注意到理想传动的法向传动误差为 0,实际传

动的法向传动误差设为 e, 则振动时齿轮副接触

点的相对法向线位移为:

R
(1)
b Η1 - R

(2)
b Η2 = R b1Η1 - R b2Η2 - e (4)

　　对应的啮合力和阻尼力分别为:

F = K (R b1Η1 - R b2Η2 - e) (5)

P = C g (R b1Ηα1 - R b2Ηα2 - eα) (6)

其中: K 为啮合刚度, C g 为啮合阻尼, (·)表示对

时间 t导数。式 (5)和式 (6)是建立各种弧齿锥齿

轮和准双曲面齿轮动力学方程的基础。

作用在小轮和大轮上的啮合力产生的扭矩

为:

T
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(1) × n (1) ) õ a
(1) = FR

(1)
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　　同样可以写出阻尼力产生的扭矩。

下面,我们给出同时有两对齿啮合条件下,一

个啮合周期 T 内啮合力和啮合阻尼力产生扭矩

的表示方法。在表示时,我们用了齿轮轮齿结构的

旋转对称性,即用一个啮合齿对上的参数去表示

其他啮合齿对上的参数。

图 1给出了 3个相邻齿对的传动误差曲线和

加载传动误差曲线。在一个啮合周期 T 内,在[ 0,

T 1 ]段为双齿啮合区, 在 [T 1, T 2 ]段为单齿啮合

区,在[T 2, T ]段为双齿啮合区。

图 1　载荷作用下的啮合区

F ig. 1　M esh ing region under load

在一个啮合周期 T 内,啮合力在小轮为:

T g 1 =

R
(1)
b ( t) K ( t) g [1 ] ( t) + R

(1)
b ( t + T ) K ( t + T ) g [2 ] ( t)　　　0≤ t < T

R
(1)
b ( t) K ( t) g [1 ] ( t) T 1 ≤ t≤ T 2

R
(1)
b ( t) K ( t) g [1 ] ( t) + R

(1)
b ( t - T ) K ( t - T ) g [3 ] ( t)　　　T 2 < t≤ T

式中:

g [1 ] ( t) =

x - e ( t) x - e ( t) > 0

0 - b≤ x - e ( t) ≤ 0

x - e ( t) + b　　　x - e ( t) < - b
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　　g
[2 ] ( t)和 g

[3 ] ( t) 的表示与 g
[1 ] ( t)相同,只是

周期分别为: t+ T 和 t- T

x = R b1Η1- R b2Η2, b为侧隙。

类似地可以写出大轮上产生的扭矩 T g 2以及

一个啮合周期 T 内,啮合阻尼力在小轮和大轮上

产生的扭矩 T c1和 T c2,只要将 T g 1和 T g 2中的 K ( t)

换成C g ( t) , g 换成 gα即可。

2　系统动力学方程

　　图 2 为由原动机、齿轮副及负载组成的传动

系统简图,其系统动力学方程为:

J M ΗβM + C s1 (ΗαM - Ηα1) + K s1 (ΗM - Η1)

= T M

J 1Ηβ1 - C s1 (ΗαM - Ηα1) - K s1 (ΗM - Η1)

　　　 + T c1 + T g 1 = 0

J 2Ηβ2 + C s2 (Ηα2 - ΗαL ) + K s2 (Η2 - ΗL )

　　　 - T c2 - T g 2 = 0

J L ΗβL - C s2 (Ηα2 - ΗαL ) + K s2 (Η2 - ΗL )

= - T L

(9)

其中: J M , J 1, J 2, J L 分别为原动机、齿轮及负载的

转动惯量; ΗM , Η1, Η2, ΗL 分别为原动机、齿轮及负

载的扭转振动角位移; C s1和C s2分别为输入轴和输

出轴的扭转阻尼; K s1和 K s2分别为输入轴和输出

轴的扭转刚度; T M 和 T L 分别为输入和输出扭

矩。

图 2　传动简图

F ig. 2　T ransm ission sketch

式 (9)是含有参数激励和分段线性项的非线

性动力系统,其求解方法可见文献[ 5 ]。

3　数值示例

　　基本计算参数见表 1。表中 K gm和C gm分别为

平均啮合刚度、平均阻尼系数,N 1 为小轮齿数, b

为间隙。

图 3分别给出了 T M = 100 N·m 和 T M = 200

N·m 时的齿轮副扭转振动副频曲线。图 3中横

坐标为无量纲频率 Ξ:

Ξ =
N 18 1

Τ0

Τ0 = K gm
R 2

b1

J 1
+

R 2
b2

J 2

式中, 8 1 为输入角速度。图 3中纵坐标为在频率Ξ
时,无量纲位移 x öb的最大幅值,记为 qm ax。从图 3

中可以看出, 当 T M = 100 N·m 时, 发生了脱啮

现象, 当 T M = 200 N·m 时, 脱啮现象消失。另

外,通过计算发现,当传动误差幅值较大时,也会

发生脱啮现象[5 ]。因此,轻载和传动误差幅值过大

是齿轮系统脱啮的主要原因。

表 1　基本计算参数

Table 1　Va lue for ba sic ca lcula tion var iables

J M ö(kg·m 2) 0102

J L ö(kg·m 2)

J 1ö(kg·m 2)

J 2ö(kg·m 2)

R b1öm

R b2öm

K gm ö(N öm )

C gm

K s1ö(N·m örad)

K s2ö(N·m örad)

C s1

C s2

N 1

bömm

0104

010078

010206

01051

01061

3112×108

3933

3168×105

318×105

4155

7118

29

012

通过对齿轮系统动力学方程的求解。可以得

到各种参数对齿轮系统的影响。如输入输出转动

惯量、输入输出扭矩、输入输出轴扭转刚度和阻

尼、啮合刚度和啮合阻尼、传动误差和不同载荷下

啮合区对齿轮系统的影响。由于齿轮系统动力学

方程中的传动误差、啮合刚度、啮合区 (接触比)等

参数和齿轮设计的预控参数有直接关系,因此也

可以分析预控参数对齿轮系统振动的影响。这些

预控参数有弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮的设计参

考点,接触椭圆长半轴,接触路径的倾斜程度,传

动比的导数值等。这样就建立了齿轮几何与齿轮

系统振动的关系,从而在设计阶段就可以对齿轮

系统振动进行预控[5 ]。另外,通过对齿轮系统动力
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学方程的求解,可以得到时间历程、相图、FFT 频

率图和动载系数等分析工具[5 ]。由于以上方面的

内容涉及篇幅较大,这里不在叙述。

图 3　幅频曲线

F ig. 3　F requency response curves

4　结　论

　　弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮在各工业部门都

有着广泛的应用。但由于其几何上的复杂性,弧齿

锥齿轮和准双曲面齿轮系统动力学方面的研究几

乎是一个空白。本文通过引入理想传动的概念,给

出了弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮啮合力和阻尼力

的表示方法,这是复杂动力学方程建立的基础,同

时也给出了多对齿啮合条件下啮合力和阻尼力产

生的扭矩的表示方法,并在此基础上,建立了弧齿

锥齿轮和准双曲面齿轮非线性系统动力学方程。

这个方程中包含了传动误差,时变啮合刚度,啮合

区和间隙,这些量和齿轮几何密切相关,因此,建

立了齿轮几何与系统振动之间的关系,为高品质

的弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮设计奠定了基础。
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